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Abstract
On every compact, orientable, irreducible 3–manifold V which is toroidal or
has torus boundary components we construct a contact 1–form whose Reeb
vector field R does not have any contractible periodic orbits and is tangent to
the boundary. Moreover, if ∂V is nonempty, then the Reeb vector field R is
transverse to a taut foliation. By appealing to results of Hofer, Wysocki, and
Zehnder, we show that, under certain conditions, the 3–manifold obtained by
Dehn filling along ∂V is irreducible and different from the 3–sphere.
Re´sume´
On construit, sur toute varie´te´ V de dimension trois orientable, compacte,
irre´ductible, borde´e par des tores ou toro¨ıdale, une forme de contact dont le
champ de Reeb R est sans orbite pe´riodique contractible et tangent au bord. De
plus, si ∂V est non vide, le champ R est transversal a` un feuilletage tendu. En
utilisant des re´sultats de Hofer, Wysocki et Zehnder, on obtient sous certaines
conditions que la varie´te´ obtenue par obturation de Dehn le long du bord de V
est irre´ductible et diffe´rente de la sphe`re S3 .
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1 Introduction
La topologie de contact a connu ces dernie`res anne´es des e´volutions spectacu-
laires. L’objet de ce texte est de conforter les liens qui la relient a` la topologie
de dimension trois.
Plus pre´cisemment, on inaugure l’e´tude des structures de contact hypertendues,
dans une tentative de rapprocher deux facettes de la ge´ome´trie de contact: la
dynamique et la the´orie des feuilletages.
On se place sur une varie´te´ de dimension trois.
Une structure de contact dont un champ de Reeb est sans orbite pe´riodique
contractible sera dite hypertendue. Lorsqu’on veut pre´ciser le champ de Reeb,
on parle de forme de contact hypertendue. Toute structure de contact hyper-
tendue est tendue d’apre`s le the´ore`me fondamental de H Hofer, K Wysocki et
E Zehnder:
The´ore`me 1.1 [24, 26, 27]
(a) Si R est un champ de Reeb sans orbite pe´riodique contractible sur une
varie´te´ de contact (V, ξ) close de dimension trois, alors V est irre´ductible et ξ
est tendue.
(b) Tout champ de Reeb R sur la sphe`re S3 posse`de une orbite pe´riodique non
noue´e. De plus, si le champ R est non de´ge´ne´re´, il existe une orbite pe´riodique
qui borde un disque plonge´ dont l’inte´rieur est transversal a` R. Cette proprie´te´
est e´galement ve´rifie´e pour les formes de contact vrille´es ge´ne´riques sur les
sphe`res d’homologie.
On peut lire la partie (b) de ce re´sultat a` l’envers: si R est un champ de Reeb
ge´ne´rique sur V dont aucune orbite pe´riodique contractible ne borde de disque
immerge´ D , d’inte´rieur transversal a` R, alors le reveˆtement universel de V
n’est pas S3 .
Ajoute´ au crite`re d’irre´ductibilite´, on peut faire la conjecture suivante:
Conjecture 1.2 Si V porte une forme de contact hypertendue, alors le reveˆte-
ment universel de V est R3 .
Au regard des travaux re´cents de Perelman [35, 36, 37], la Conjecture 1.2 pour-
rait en fait eˆtre de´ja` e´tablie.
Geometry & Topology, Volume 9 (2005)
Constructions controˆle´es de champs de Reeb et applications 2195
Dans ce texte, les structures de contact hypertendues sont appele´es a` jouer
un roˆle similaire a` celui des feuilletages (de codimension 1) tendus dans les
travaux de D Gabai [18, 19, 20]. La de´finition de structure hypertendue fait
en particulier e´cho a` un re´sultat fondamental de S Novikov [34], qui implique
que toute courbe transversale a` un feuilletage tendu est non contractible. Y
Eliashberg et W Thurston [15] ont par ailleurs montre´ que toute structure de
contact C0–proche d’un feuilletage tendu est universellement tendue.
Notre travail est aussi motive´ par des travaux re´cents de D Gabai–L Mosher,
S Fenley, W Thurston et D Calegari (voir [33, 16, 2, 3, 4, 42]), dans lesquels
ces auteurs e´tudient les flots pseudo-Anosov qui sont transversaux (ou presque
transversaux) a` un feuilletage tendu. Dans notre situation, l’e´tude topologique
des structures de contact tendues est comple´te´e par l’e´tude dynamique des
champs de Reeb.
Ici, on montre l’existence de structures de contact hypertendues. En comparant
notre construction avec celle de Gabai [18], on obtient e´galement un controˆle
supple´mentaire sur le champ de Reeb: il est transversal a` un feuilletage tendu.
The´ore`me 1.3 Toute varie´te´ V compacte, orientable, irre´ductible de dimen-
sion 3, borde´e par une union non vide de tores, porte une forme de contact
hypertendue, dont le champ de Reeb est tangent au bord et transversal a` un
feuilletage tendu F .
Question 1.4 Sur une varie´te´ close et orientable, tout feuilletage de codimen-
sion 1 sans feuille compacte est-il transversal a` un champ de Reeb?
Plus vraisemblablement, on peut envisager que:
Conjecture 1.5 Toute varie´te´ close et orientable qui porte un feuilletage
tendu, porte aussi une structure de contact hypertendue.
La preuve du the´ore`me 1.3 repose sur l’existence d’une hie´rarchie suture´e de
V , comme dans [18]. Comme corollaire facile, on obtient:
Corollaire 1.6 Toute varie´te´ close, orientable, irre´ductible et toro¨ıdale de
dimension 3 porte une structure de contact hypertendue.
On retrouve ainsi un re´sultat de [7] (voir [30] pour une autre de´monstration).
Les champs de Reeb produits par le the´ore`me 1.3 ont une dynamique parti-
culie`rement bien controˆle´e qui les rend adapte´s au calcul de leur homologie
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de contact [14]. Ce projet est mene´ a` bien dans un article en pre´paration du
premier auteur avec F Bourgeois [1], qui montre que l’homologie de contact
distingue une infinite´ de structures de contact hypertendues sur toute varie´te´
orientable, close, irre´ductible et toro¨ıdale de dimension trois. (Ce calcul donne
une autre preuve du fait, duˆ a` Colin [9] et Honda–Kazez–Matic´ [30], que les
varie´te´s toro¨ıdales portent une infinite´ de structures de contact tendues.) On
de´montre ainsi e´galement la conjecture de Weinstein pour presque toutes les
structures de contact de torsion non nulle connues sur les varie´te´s toro¨ıdales.
On applique ces ide´es sur un exemple. Soit S une surface compacte orientable
a` bord non vide, de caracte´ristique χ(S) < 0, et V la fibration sur le cercle
obtenue par suspension d’un diffe´omorphisme de S , qui est l’identite´ pre`s de
∂S . On note T1 ,...,Tn les composantes de ∂V . Pour tout 1 ≤ j ≤ n, on note
[mj] et [lj ] une base de H1(Tj ;Z), avec i([mj ], [lj ]) = 1 (pour l’orientation
de Tj comme bord de V ), et [mj ] = [∂S ∩ Tj ]. Si γ est une courbe non
contractible dans Tj , sa pente est de´finie comme pj/qj , ou` [γ] = pj[lj ]+qj [mj ].
En particulier, la pente de ∂S ∩ Tj vaut 0. Pour ε = (ε1, ..., εn) ∈ Q
n , on note
Vε la varie´te´ obtenue par obturation de Dehn le long de Tj avec la pente εj .
The´ore`me 1.7 Si ρ est assez proche de 0 (pas force´ment positif), et si pour
tout 1 ≤ i ≤ n, εi est non nul et compris entre 0 et ρ, alors Vε porte une
structure de contact hypertendue (positive ou ne´gative suivant le signe de ρ).
La varie´te´ Vε est donc irre´ductible et diffe´rente de S
3 .
En particulier, pour ε proche de 0 et non nul, une ε–chirurgie de Dehn sur
un nœud (et meˆme un entrelacs) fibre´ non trivial de S3 n’est pas S3 . Cette
application peut-eˆtre vue comme le pendant, par le biais des structures de
contact, de la preuve par D Gabai [19] que la chirugie d’indice 0 sur un nœud
non trivial de S3 ne donne jamais S1×S2 . Le the´ore`me 1.7 donne de nombreux
exemples de structures hypertendues sur des sphe`res d’homologie atoro¨ıdales et
des varie´te´s hyperboliques.
Pour de´montrer que la forme de contact αε produite dans le the´ore`me 1.7 est
hypertendue, on utilise l’existence d’un feuilletage tendu sur Vε , construit par R.
Roberts dans [38], transversal au champ de Reeb Rε = Rαε . Les conse´quences
topologiques dues a` la pre´sence de ce feuilletage tendu recouvrent celles dues a`
la pre´sence d’une structure hypertendue: en fait, Vε est reveˆtue par R
3 .
Une motivation pour utiliser la ge´ome´trie de contact vient du fait que, d’apre`s
Hofer, Wysocki et Zehnder, la sphe`re S3 est comple`tement caracte´rise´e par
les proprie´te´s dynamiques des champs de Reeb qu’elle supporte. Par ailleurs,
l’extension de la structure de contact construite sur V dans le the´ore`me 1.3 en
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une structure “potentiellement” (hyper-)tendue sur Vε est extreˆmement simple,
si bien qu’on peut espe´rer appliquer ces me´thodes de contact dans des situations
ou` les feuilletages tendus sont inope´rants.
En fait ici, on peut montrer directement, sans recours aux feuilletages, que le
champ de Reeb Rε produit sur Vε ne posse`de pas d’orbite pe´riodique qui borde
un disque plonge´ dont l’inte´rieur est transversal a` Rε . Ceci suffit pour montrer,
en utilisant la partie (b) du the´ore`me 1.1, que pour tout N ∈ N, si ρ est assez
proche de 0, la varie´te´ Vε , ainsi que tous ses reveˆtements de degre´s infe´rieurs a`
N , sont diffe´rents de la sphe`re S3 . La preuve, si elle est plus satisfaisante pour
qui cherche a e´liminer les feuilletages et obtenir des conse´quences topologiques
de l’e´tude des structures de contact, est cependant assez technique et c’est
pourquoi on la reproduit seulement en annexe de ce texte. Il faut donc voir
l’utilisation des feuilletages comme un interme´diaire pratique qui permet de
re´ve`ler une proprie´te´ du champ de Reeb. En ce sens, on peut re´ellement lire
l’e´nonce´ 1.7 comme une application topologique de la ge´ome´trie de contact. On
peut noter que le disque d’inte´rieur transversal a` R et borde´ par une orbite
pe´riodique fourni par le the´ore`me 1.1 qu’on utilise dans l’annexe est en fait une
feuille d’un feuilletage d’e´nergie finie de S3 (voir [27]), dont on pourrait tenter
d’exploiter l’existence.
Pour en finir avec ces remarques, on note e´galement qu’on peut voir le the´ore`me
1.7 comme un cas tre`s particulier d’une somme de re´sultats dus a` Thurston [43]
et a` Culler, Gordon, Luecke et Shalen [13]: si V est atoro¨ıdale, elle est hyper-
bolique, et seules un nombre fini d’obturations ne sont pas hyperboliques et donc
non reveˆtues par R3 . Si V est toro¨ıdale, seules un nombre fini d’obturations
ne sont pas toro¨ıdales et donc non reveˆtues par R3 .
Question 1.8 Peut-on trouver une estimation pour la taille maximale de ρ,
comme dans [39]?
La structure (V, ξ,R,F) fournie par le the´ore`me 1.3 – ou` R est un champ de
Reeb transversal a` un feuilletage tendu F – e´tendue de manie`re standard a` une
obturation de Dehn de V comme dans le paragraphe 9, ge´ne´ralise la notion de
structure de contact porte´e par un livre ouvert de´finie par E Giroux [23], ou` le
feuilletage F est le feuilletage par les fibres d’une fibration sur le cercle. Elle
rappelle e´galement la notion de feuilletage d’e´nergie finie de Hofer, Wysocki et
Zehnder [27].
Remerciements VC remercie le CNRS pour son accueil en de´le´gation au
cours de l’anne´e 2003–2004. KH a e´te´ subventionne´ par la bourse DMS-023738
de la NSF et par la bourse Sloan.
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2 Sutures et hie´rarchies suture´es
Une varie´te´ suture´e (V, γ) est la donne´e d’une varie´te´ a` coins (les coins sont
modele´s sur (R+)
2×R) de dimension 3 compacte et oriente´e V et d’un ensemble
γ ⊂ ∂V constitue´ d’une collection d’anneaux deux a` deux disjoints A(γ) et de
tores T (γ). Les coins de V co¨ıncident avec ∂A(γ).
Chaque composante de R(γ) = ∂V \ int(γ) est oriente´e. On note R+(γ) les
composantes de R(γ) le long desquelles le vecteur normal direct sort de V et
R−(γ) les autres.
Chaque composante de A(γ) est appele´e suture annulaire et contient une suture,
c’est-a`-dire une courbe oriente´e, ferme´e simple et homologiquement non triviale
dans A(γ). On note s(γ) l’ensemble des sutures.
Les orientations de R+(γ), R−(γ) et s(γ) ve´rifient la condition de compatibilite´
suivante: si α ⊂ ∂V est un arc oriente´ avec ∂α ⊂ R(γ), qui a une intersection
+1 avec s(γ), alors α de´bute dans R−(γ) et aboutit dans R+(γ).
On de´finit a` pre´sent le de´coupage d’une varie´te´ suture´e (V, γ) en (V ′, γ′) le long
d’une surface S . La notation N(A) de´signe un petit voisinage tubulaire de A.
Soit S une surface oriente´e proprement plonge´e dans V avec les proprie´te´s
suivantes:
• ∂S ⋔ γ ;
• si S intersecte une suture annulaire A ∈ A(γ) le long d’arcs, alors aucun
d’eux ne se´pare A;
• si S intersecte une suture annulaire A le long de cercles, alors chacun
d’eux, muni de l’orientation de´duite de celle de S , est homologue a` l’aˆme
s(γ) ∩A;
• aucune composante de S n’est un disque de bord inclus dans R(γ);
• aucune composante de ∂S ne borde de disque dans R(γ).
On note V ′ la varie´te´ a` bord V \ (int(N(S)) et S′+ et S
′
− les composantes
de ∂N(S) dans ∂V ′ , ou` le vecteur normal direct a` S pointe respectivement, a`
l’exte´rieur et a` l’inte´rieur de V ′ .
On pose de plus
γ′ = ((γ ∩ V ′) ∪N(S′+ ∩R−(γ)) ∪N(S
′
− ∩R+(γ))) ∩ ∂V
′,
R+(γ
′) = ((R+(γ) ∩ V
′) ∪ S′+)− int(γ
′),
R−(γ
′) = ((R−(γ) ∩ V
′) ∪ S′−)− int(γ
′).
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Une hie´rarchie de varie´te´s suture´es est une suite de tels de´coupages
(V, γ) = (V0, γ0)
S0
 (V1, γ1)
S1
 ...
Sn−1
 (Vn, γn)
le long de surfaces S0 ,...,Sn , chaque Si e´tant pi1–injecte´e dans Vi , et aboutissant
a` une union de boules Vn dont les sutures γn sur chaque bord sont non vides
et connexes (i.e. une collection de (D2 × [0, 1], ∂D2 × [0, 1])).
Une varie´te´ suture´e (V, γ) est annulaire, si toutes les composantes de V ont un
bord non vide, si toute composante de ∂V contient une suture et si toutes les
sutures sont annulaires. Elle est tendue si V est irre´ductible, R(γ) est incom-
pressible et minimise la norme de Thurston dans H2(V, γ;Z). Une hie´rarchie
suture´e annulaire
(V, γ) = (V0, γ0)
S0
 (V1, γ1)
S1
 ...
Sn−1
 (Vn, γn)
est bien positionne´e si toute composante de ∂Si rencontre γi le long d’une
famille non vide d’arcs.
The´ore`me 2.1 [18, 29] Soit (V, γ) une varie´te´ suture´e annulaire tendue avec
H2(V, ∂V ;Z) 6= 0. Alors (V, γ) admet une hie´rarchie suture´e annulaire tendue
bien positionne´e.
Pour finir, on dit qu’une varie´te´ suture´e (V, γ) porte un feuilletage F si F est
de´fini sur tout V , transversal a` γ , et si R(γ) est une union de feuilles dont les
orientations co¨ıncident avec celles de F .
3 Structures convexes et hie´rarchies convexes
La notion de hie´rarchie suture´e a e´te´ adapte´e aux varie´te´s de contact par K
Honda, W Kazez et G Matic´ [29, 30]. Une structure convexe sur une varie´te´
V compacte oriente´e de dimension 3 est la donne´e dans chaque composante de
∂V d’une collection non vide de courbes oriente´es. On note Γ la re´union de
ces courbes, appele´es courbes de se´paration. Le comple´mentaire R = ∂V − Γ
de Γ dans ∂V est oriente´. On note R+ la partie de R ou` le vecteur normal a`
R sort de V et R− = R − R+ . Ces orientations ve´rifient la meˆme condition
de compatibilite´ que l’aˆme des sutures: Γ est le bord oriente´ de l’adhe´rence de
R+ dans ∂V .
Soit S une surface oriente´e, proprement plonge´e dans (V,Γ) et qui ve´rifie les
proprie´te´s suivantes:
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• ∂S ⋔ Γ;
• aucune composante de S n’est un disque de bord inclus dans R(Γ);
• aucune composante de ∂S ne borde de disque dans R(Γ).
On de´finit le de´coupage (V ′,Γ′) de (V,Γ) le long de S comme:
V ′ = V −N(S),
R′+ = int((R+ −N(S)) ∪ S+),
Γ′ = Fr(R′+),
R′− = ∂V
′ − (R′+ ∪ Γ).
Une hie´rarchie convexe de (V,Γ) est une suite de de´coupages convexes le long
de surfaces pi1–injecte´es qui aboutit a` une union de boules dont les courbes de
de´coupage sont connexes et non vides.
L’ensemble s(γ) d’une varie´te´ suture´e annulaire de´finit une structure convexe
sur un lissage de la varie´te´ V . Re´ciproquement, un voisinage tubulaire γ des
courbes de de´coupages Γ d’une structure convexe de´fini une varie´te´ suture´e
apre`s introduction de coins le long de ∂γ . Une structure convexe est dite
tendue si la varie´te´ suture´e associe´e l’est. Il y a de meˆme une correspondance
automatique entre hie´rachies suture´es et convexes.
Dans ce contexte, le the´ore`me 2.1 a une traduction imme´diate.
The´ore`me 3.1 [29, 30] Soit (V,Γ) une varie´te´ convexe tendue avec
H2(V, ∂V ;Z) 6= 0. Alors (V,Γ) admet une hie´rarchie convexe tendue bien
positionne´e, i.e. telle que toute composante de ∂Si rencontre Γ.
4 Champs de Reeb
Si ξ est une structure de contact sur une varie´te´ V , un champ de Reeb pour ξ
est un champ de vecteurs transversal a` ξ et dont le flot pre´serve ξ .
Dans la suite, on suppose que toutes les structures de contact rencontre´es sont
cooriente´es. Tout champ de plans cooriente´ admet une e´quation globale α = 0.
On conside`rera alors toujours des e´quations α de ξ compatibles avec sa coori-
entation, c’est-a`-dire positives sur tout vecteur direct. De meˆme, les champs de
Reeb conside´re´s seront toujours suppose´s positivement transversaux a` ξ .
Si on fixe une forme de contact α pour ξ , les champs de Reeb R (directs)
sont mis en dualite´ avec les fonctions h : V → R∗+ strictement positives par les
e´quations:
iRα = h, iRdα|ξ = −dh|ξ,
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qui admettent une unique solution R.
A` toute forme de contact α est ainsi associe´ un champ de Reeb (direct pour la
coorientation donne´e par α) “naturel”, obtenu en prenant h ≡ 1. Re´ciproque-
ment, tout champ de Reeb (direct) pour ξ de´termine une unique forme de
contact α (positive) a` laquelle il est naturellement associe´.
La de´finition de structure convexe est directement inspire´e de celle de surface
convexe, introduite par E Giroux [22], et qui de´crit la position d’une surface dans
une varie´te´ de contact. Une surface S ⊂ (V, ξ) est convexe s’il existe un champ
de vecteurs de contact X transversal a` S . Cette propie´te´ est ge´ne´rique. Toute
surface convexe se de´coupe le long d’une multi-courbe ΓS = {x ∈ S|X(x) ∈
ξ(x)}. La sous-varie´te´ ΓS est lisse, transversale a` ξ , et donc naturellement
oriente´e par la coorientation de ξ . Elle se´pare S en deux re´gions S+ et S− , et
son orientation est celle du bord de S+ .
Soient S ⊂ (V, ξ) une surface (e´ventuellement a` bord) convexe oriente´e (et donc
cooriente´e) et Γ une courbe de de´coupage. On rappelle que ξ est suppose´e
cooriente´e. Un champ de Reeb (direct) R est dit ajuste´ au couple (S,Γ), s’il
est transversal a` S−Γ, positivement sur S+ et ne´gativement sur S− , et tangent
a` S le long de Γ, transversal a` Γ et rentrant dans S+ . Lorsque R est ajuste´ a`
(S,Γ), il existe un voisinage collier S × [−ε, ε] de S ≃ S × {0} tel que R soit
ajuste´ a` (S × {t},Γ × {t}) pour tout t ∈ [−ε, ε].
On convient que si une varie´te´ V est oriente´e, son bord est oriente´ par la re`gle:
“la normale sortante en premier”.
Avec cette convention, dans R3 muni de ses coordonne´es polaires (r, θ, z) et de
la structure de contact d’e´quation dz − r2dθ = 0, la sphe`re unite´ S , oriente´e
comme bord de la boule, est convexe. Elle est scinde´e par son e´quateur ΓS =
{z = 0}. Le champ de Reeb ∂∂z pour la forme de contact dz − r
2dθ est ajuste´
au couple (S,ΓS).
Le lemme suivant se de´montre en reprenant des arguments de E Giroux [22].
Lemme 4.1 Pour toute surface convexe (S,ΓS) ⊂ (V, ξ), il existe un champ
de Reeb ajuste´ a` ΓS .
Dans la suite, on montrera le the´ore`me suivant:
The´ore`me 4.2 Si (V,Γ) est une varie´te´ (connexe) convexe tendue de bord
non vide avec H2(V, ∂V ;Z) 6= 0, alors (V,Γ) porte une forme de contact hy-
pertendue dont le champ de Reeb est ajuste´ au bord.
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Pour rester au plus pre`s des constructions de Gabai, on utilise plutoˆt la pre´sent-
ation “suture´e”, meˆme si une e´tude via les structures convexes est possible.
Soit (V, γ) une varie´te´ suture´e. Une paire (ξ,R) constitue´e d’une structure de
contact ξ sur V et d’un champ de Reeb R de ξ est adapte´e a` (V, γ) si:
• R est transversal a` R±(γ), positivement a` R+(γ) et ne´gativement a`
R−(γ).
• R est tangent a` γ . Les orbites de R, de meˆme que celles de ξγ , feuille`tent
A(γ) = s(γ)×I par intervalles {pt}×I , et feuille`tent chaque composante
T de T (γ) comme la suspension d’un diffe´omorphisme de S1 , i.e., le
feuilletage donne´ par R est diffe´omorphe a` celui donne´ par les feuilles
{pt} × [0, 1] de S1 × [0, 1] en identifiant S1 × {0} et S1 × {1} par un
diffe´omorphisme. [Ici, ζΣ de´signe le feuilletage caracte´ristique induit par
la structure de contact ζ sur la surface Σ.]
• Toute composante de ∂R+ est positivement transversale a` ξ .
Mode`le dans R3 . On conside`re R3 muni des coordonne´es (r, θ, z) et de la
structure de contact standard ξ donne´e par dz−r2dθ = 0. Soit (V, γ) la varie´te´
suture´e ou` V = D2 × [−1, 1] = {r ≤ 1,−1 ≤ z ≤ 1}, γ = ∂D2 × [−1, 1], et
R±(γ) = D
2 × {±1}. Alors (ξ,R = ∂∂z ) est adapte´e a` (V, γ).
Lorsque (ξ,R) est adapte´ a` la varie´te´ (V, γ), et que γ est annulaire, alors R est
ajuste´ a` la structure convexe (V,Γ = s(γ)) apre`s un lissage approprie´ de ∂V le
long de γ . Ainsi, le the´ore`me 4.2 de´coule imme´diatement du re´sultat suivant:
The´ore`me 4.3 Si (V, γ) est une varie´te´ suture´e tendue de bord non vide avec
H2(V, ∂V ;Z) 6= 0, alors (V, γ) porte une forme de contact hypertendue dont le
champ de Reeb est adapte´ au bord.
En particulier, lorsque le bord contient une suture torique T , le champ de Reeb
obtenu est tangent a` T . Dans le cas ou` V est borde´e par une union non vide
de tores, le the´ore`me 1.3 est donc une conse´quence directe de l’application du
the´ore`me 4.3 a` la varie´te´ suture´e (V, ∂V ) qui est automatiquement tendue.
On construit cette forme de contact par collages successifs le long d’une hie´rar-
chie suture´e. A` chaque e´tape, le champ de Reeb est sans orbite contractible et
adapte´ aux sutures du bord.
On prend pour convention qu’une structure de contact sur une varie´te´ compacte
V est la restriction d’une structure de contact sur un e´paississement de V .
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Le germe de cet e´paississement est de´termine´ a` isotopie relative au bord pre`s
par sa trace sur le bord, ce qui enle`ve toute ambigu¨ıte´ sur l’e´paississement
conside´re´. Dans les paragraphes qui suivent, on peut eˆtre amene´ a` conside´rer des
de´formations de ∂V , ce qui signifie des de´formations dans ce germe d’e´paississe-
ment.
5 Lemme de flexibilite´
Le lemme suivant est essentiellement contenu dans [22]. C’est la pierre angulaire
de notre construction.
Lemme 5.1 [22] Soit S une surface compacte avec ∂S 6= ∅, et dt + β une
1–forme de contact sur S × R, ou` S × R a pour coordonne´es (x, t) et β est le
rappel d’une 1–forme de S . Si β′ est la primitive d’une forme d’aire dβ′ sur S
et β|∂S = β
′|∂S , alors il existe un diffe´omorphisme φ = (φ1, φ2) : S×R→ S×R,
ou` φ1(x, t) = φ1(x, t
′), φ2(x, t + t
′) = φ2(x, t) + t
′ , φ∗(dt + β′) = dt + β , et
φ = id sur ∂S × R.
De´monstration On suit les lignes d’un argument de Moser. Pour s ∈ [0, 1],
soit αs = dt+ βs , ou` βs est l’interpolation (1− s)β + sβ
′ . On observe que dβs
est une forme d’aire pour tout s, et donc que αs est une forme de contact pour
tout s. On cherche a` re´soudre l’e´quation d’inconnue Xs :
LXsαs =
dαs
ds
= β′ − β. (5.0.1)
On e´crit Xs = fs
∂
∂t+Ys avec fs une fonction sur S et Ys un champ de vecteurs
sur S , i.e., fs et Ys sont inde´pendants de t. Si on de´veloppe par la formule de
Cartan, il suffit de re´soudre:
iYsdβs = β
′ − β, αs(Xs) = fs + βs(Ys) = 0. (5.0.2)
On obtient Ys a` l’aide de la premie`re e´quation, et fs avec la seconde. En
inte´grant Xs , on obtient le diffe´omorphisme recherche´ φ. De plus, comme
β = β′ sur ∂S , Ys = 0 et fs = 0 sur ∂S , et donc φ = id sur ∂S × R.
On peut utiliser ce lemme de flexibilite´ dans la situation suivante:
Soit (V, γ) une varie´te´ suture´e avec une paire adapte´e (ξ,R), et S une com-
posante connexe de R+(γ). (L’argument pour R−(γ) est similaire.) Un voisi-
nage de S peut eˆtre plonge´ dans S × R de sorte que S s’envoie sur S × {0},
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R s’envoie sur ∂∂t , et la 1–forme de contact correspondante s’envoie sur dt+ β .
Si on veut remplacer β par β′ qui co¨ıncide avec β le long de ∂S et telle
que dβ′ soit une forme d’aire, on applique le lemme de flexibilite´ pour obtenir
S′ = φ−1(S×{t}) ⊂ (S×R, dt+β). Si t est assez grand, alors S′ et S = S×{0}
sont disjoints et cobordent une re´gion V ′ diffe´omorphe a` S× I . L’attachement
de V ′ a` V le long de S a pour effet de modifier le feuilletage caracte´ristique de
S de celui donne´ par β a` celui donne´ par β′ .
6 Collage
Soit (V, γ)
S
 (V ′, γ′) une de´composition de varie´te´ suture´e annulaire tendue
bien positionne´e, i.e. on suppose que ∂S est non vide, que S est connexe et pi1–
injecte´e dans V , que (V, γ) a des sutures annulaires et que chaque composante
de ∂S rencontre γ le long d’arcs. On suppose a` pre´sent que (ξ′, R′) est adapte´
a` (V ′, γ′).
On construit la paire (ξ,R) adapte´e a` (V, γ) en collant S′+ ⊂ R
′
+(γ
′) a` S′− ⊂
R′−(γ
′), ou` S′± sont les copies positives et ne´gatives de S obtenues par de´coupage
le long de la surface oriente´e S . Comme toutes les composantes de ∂S inter-
sectent non trivialement γ , toute composante du bord oriente´ ∂S′+ est une
courbe ferme´e lisse par morceaux qui est constitue´e d’une union d’arcs lisses
oriente´s a+1 , b
+
1 , . . . , a
+
k , b
+
k ou` (i) la fin de a
+
i est le de´but de b
+
i et la fin de
b+i est le de´but de a
+
i+1 (i + 1 est pris modulo k), (ii) γ
′ ∩ ∂S′+ = ∪
k
i=1a
+
i , et
(iii) k ≥ 1. De fac¸on similaire, toute composante de ∂S′− est compose´e d’arcs
a−1 , b
−
1 , . . . , a
−
k , b
−
k , ou` (i) la fin de a
−
i est le de´but de b
−
i et la fin de b
−
i est le
de´but de a−i+1 (mod k), (ii) γ
′ ∩ ∂S′− = ∪
k
i=1b
−
i , et (iii) k ≥ 1.
En prenant un diffe´omorphisme d’un voisinage de R′+(γ
′) dans R′+(γ
′) × R
envoyant R′+(γ
′) sur R′+(γ
′) × {0}, on peut supposer que R′ = ∂∂t et que la
forme de contact est dt+ β+ .
E´tape 1
Affirmation 6.1 Il existe une 1–forme β′+ sur R
′
+(γ
′) telle que dβ′+ soit une
forme d’aire sur R′+(γ
′), que β′+ = β+ sur ∂R
′
+(γ
′), et que ∂S′+ soit une courbe
transversale positive pour dt + β′+ . De plus, β
′
+(a
+
i ) = β
′
+(b
+
i ) = ε pour un
petit ε > 0. (Ici, on peut eˆtre amene´ a` re´tre´cir S′+ si ne´ce´ssaire.)
De´monstration On conside`re un squelette legendrien K pour S′+ de la fac¸on
suivante. On de´finit β′+ au voisinage d’un point p dans l’inte´rieur de S
′
+ de
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sorte que p devienne une singularite´ elliptique positive (par exemple, β′+ =
1
2(xdy−ydx) pre`s de (0, 0)), et on attache successivement des anses d’indice 1,
i.e., on prend des singularite´s hyperboliques positives (donne´es par exemple par
β′+ = 2xdy+ydx pre`s de (0, 0)), et on connecte leurs se´paratrices instables a` p.
L’union K ′ du point elliptique, des points hyperboliques et de leurs se´paratrices
instables aura le meˆme type topologique que S′+ . Finalement, on ajoute un
arc legendrien de p a` a+i , i = 1, . . . , k , pour obtenir K . Un petit voisinage
convenable de K (de bord transversal au feuilletage caracte´ristique dirige´ par
ker β′+ ) sera S
′
+ . Comme β
′
+ est nulle le long de K , on peut imposer n’importe
qu’elle β′+–longueur assez petite aux arcs a
+
i et b
+
i .
On note e´galement que la β′+–longueur d’une courbe ferme´e l (ou d’un arc)
transversale a` la structure ξ de´termine β′+ a` diffe´omorphisme pre`s au voisinage
de l (relativement au bord de l’arc), comme l’explicite le lemme suivant.
Lemme 6.2 Soit S une surface a` bord et dt + β0 et dt + β1 deux formes de
contact de´finies au voisinage S× [−1, 1] de S = S×{0}, ou` t est la coordonne´e
dans [−1, 1] et β0 et β1 sont les rappels de 1–formes sur S . On suppose que
l ⊂ ∂S est une courbe ferme´e ou un arc transversal a` ker βi , i = 0, 1, et que∫
l β0 =
∫
l β1 . Il existe un diffe´omorphisme de S qui conjugue β0 et β1 pre`s de
l .
De´monstration On suppose que l est une courbe ferme´e. Un voisinage de l ⊂
∂S est conjugue´ a` R/Z× [0, 1] = {(x, y)}, l = R/Z×{0}, avec β1 = f(x, y)dx.
La fonction f est strictement positive et l’application (x, y) 7→ (
∫ x
0 f(u, 0)du, y)
est un diffe´omorphisme de R/Z × [0, 1] dans R/LlZ × [0, 1] qui envoie β1 sur
F (x, y)dx, F (x, 0) = 1. On pose Ll =
∫ 1
0 f(x, 0)dx. La condition de contact
dit que ∂F∂y > 0. Le diffe´omorphisme (x, y) 7→ (x, F (x, y)) = (X,Y ) ∈ R/LlZ×
[1, 1 + ε] envoie F (x, y)dx sur Y dX . On peut donc conjuguer les formes β0 et
β1 au meˆme mode`le, et donc entre elles.
Il reste a` e´tendre β′+ de S
′
+ a` R
′
+(γ
′), en utilisant le fait que les β′+–longueurs
des b+i peuvent eˆtre choisies arbitrairement petites. On de´crit succinctement
cette ope´ration.
On note R0 une composante connexe de R
′
+(γ
′) \ int(S′+). La surface R0
posse`de des coins dans son bord. Comme dans [22], on peut munir R0 d’une
1–forme β0 avec les proprie´te´s suivantes:
• dβ0 est une forme de surface sur R0 ;
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• ker β0 est ne´gativement transversal a` ∂R0∩(∪ib
+
i ) et positivement trans-
versal a` ∂R0 \ (∪ib
+
i ).
• la β0–longueur de chaque composante de ∂R0 \ (∪ib
+
i ) est infe´rieure a` sa
β′+–longueur.
On choisit alors β′+ de sorte que la β
′
+–longueur de chaque composante de
∂R0 ∩ (∪ib
+
i ) soit infe´rieure a` sa β0–longueur.
Dans cette situation, on peut modifier (comme, par exemple, dans le lemme 6.3)
β0 pre`s de chaque composante de ∂R0 ∩ (∪ib
+
i ) et de ∂R0 \ (∪ib
+
i ) pour faire
co¨ıncider leurs β0– et β
′
+–longueurs. La forme β
′
0 obtenue en de´formant β0 est
l’extension de β′+ recherche´e.
Il faut encore s’occuper des coins de S′+ . Ce sera fait dans la prochaine e´tape.
Le diagramme de gauche dans la figure 1 de´crit la fac¸on dont le feuilletage
caracte´ristique de S′+ est pre´pare´ avant le collage.
Figure 1: Pre´paration du feuilletage caracte´ristique de S′+ et collage de S
′
+ et S
′
−
E´tape 2 (Forme normale pre`s des coins) Pre`s de la fin q de b+i (qui est le
de´but de a+i+1 ), on normalise β
′
+ comme suit: on plonge un voisinage N(q) de
q dans R′+(γ
′) sur R2 avec ses coordonne´es (x, y), en envoyant q sur (0, 0),
∂R′+(γ
′) ∩ N(q) sur la droite y = x, et β′+ sur −(y + 1)dx. En modifiant
S′+ si ne´ce´ssaire, on peut supposer que b
+
i est envoye´ sur y = −x et que a
+
i+1
est envoye´ sur y = x. De fac¸on similaire, pre`s de la fin de a+i , on envoie
∂R′+(γ
′) ∩N(q) sur la droite y = −x, a+i sur y = −x, et b
+
i sur y = x.
E´tape 3 (Lissage) Graˆce a` la deuxie`me e´tape, on peut s’arranger pour que
β′+ sur S
′
+ et β
′
− sur S
′
− co¨ıncident pre`s des coins. Maintenant, par la premie`re
e´tape, on a rendu les β′±–longueurs des a
±
i et b
±
i toutes e´gales a` ε, si bien qu’on
peut faire co¨ıncider β′± sur ∂S
′
± relativement a` leurs coins. On utilise a` pre´sent
le lemme de flexibilite´ pour obtenir une tranche diffe´omorphe a` R′±(γ
′)× [0, 1]
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que l’on ajoute a` (V ′, γ′) le long de R′±(γ
′). On peut alors supposer qu’il existe
un diffe´omorphisme entre S′+ et S
′
− qui envoie a
+
i sur a
−
i et b
+
i sur b
−
i et qui
e´change les formes de contact.
On e´paissit (V ′, γ′) en lui attachant S × [0, 1] avec une structure de contact
[0, 1]–invariante et un champ de Reeb ∂∂t . On prend alors V
′ ∪ (S × [0, 1]),
ou` S × {0} est attache´ a` S′+ et S × {1} est attache´ a` S
′
− . Soit maintenant
P± = R′±(γ
′) \ S′± . On prend P± × [0, 1] avec une structure de contact [0, 1]–
invariante et un champ de Reeb ∂∂t . On colle P+ × {0} a` P+ , P− × {1} a` P− ,
et ∂P±× [0, 1] a` (∂S ∩P±)× [0, 1] de S× [0, 1]. On note V1 la varie´te´ obtenue.
Il reste a` arrondir les coins. Soit A = S1 × [0, 1] la composante connexe de
A(γ′) avec a+i ⊂ S
1×{1}, et A× [0, ε[ son voisinage dans V ′ , ou` A×{0} = A.
Les coordonne´es sur S1 × [0, 1] × [0, ε[ seront note´es (θ, x, y), et on prendra
a+i = {x = 1, y = 0,−
pi
2 ≤ θ ≤
pi
2 }. Soit f : [0, ε[→ [0, 1] une fonction lisse
de´croissante avec f(y) = 1 pre`s de y = 0 et f(y) = 0 pre`s de y = ε. On sous-
trait a` V ′ les ensembles {x ≤ f(y),−pi2 ≤ θ ≤
pi
2 }, {x ≤ f(
√
y2 + (θ ± pi2 )
2)}.
On traite a` pre´sent le cas des sutures toriques. Il existe alors des paires de
composantes de bord δ± ⊂ ∂S
′
± qui cobordent une composante connexe Aδ±
de γ′ et qui sont identifie´es par l’application de collage pour donner une suture
torique. Comme d’habitude, les orientations de δ± sont induites par celles de
S′± . Dans ce cas, on de´finit S
′
+ comme e´tant le voisinage de K comme dans la
premie`re e´tape, e´tendu des composantes de S′+\K dont une des composantes de
bord est δ+ . Comme le champ R
′ , associe´ a` la forme de contact α′ de´finie sur
V ′ , est tangent a` Aδ± , on a (par la formule de Stokes)
∫
δ−
α′ =
∫
δ+
α′ > 0. Pour
pouvoir appliquer la construction pre´ce´dente, il faut encore eˆtre suˆr que les α′–
longueurs des diffe´rentes paires δ± sont e´gales entre elles. Pour cela, on constate
qu’on peut toutes leur faire prendre une valeur assez grande fixe´e en e´paississant
V ′ le long des sutures Aδ± : on colle a` Aδ± un produit R/Z × [−1, 1] × [a, b],
muni de coordonne´es (x, y, t), en identifiant Aδ± a` {t = a} a` l’aide du lemme
suivant:
Lemme 6.3 (Ajustement des longueurs) Soit ξ = ker(cos tdx − sin tdy) sur
W = R/Z × [−1, 1] × [a, b], muni de coordonne´es (x, y, t), ou` pi2 < a < b < pi .
Soit de plus R un champ de Reeb pour ξ , de´fini pre`s de {t = a}, tangent a`
{t = a} et transversal a` R/Z×{y}×[a, b] pour tout y ∈ [−1, 1]. Il existe L0 > 0
tel que pour tout L > L0 , il existe une extension de R en un champ de Reeb,
note´ e´galement R, sur W tel que: R soit transversal a` chaque R/Z×{y}×[a, b],
R soit tangent a` {t = b}, et
∫
R/Z×{±1}×{b} αR = L.
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De´monstration Le champ R = Rx
∂
∂x + Ry
∂
∂y + Rt
∂
∂t est de´termine´ par la
donne´e d’une fonction ge´ne´ratrice H : W → R∗+ qui ve´rifie:
Rx = H cos t−
∂H
∂t
sin t
Ry = −H sin t−
∂H
∂t
cos t
Rt = −
∂H
∂x
sin t−
∂H
∂y
cos t.
La fonction H est donne´e pre`s de {t = a}. On l’e´tend en une fonction note´e
a` nouveau H avec ∂H∂t < 0 en dehors d’un petit voisinage de {t = a} (ce qui
assure que Ry < 0) et telle que
∂H
∂x =
∂H
∂y = 0 le long de {t = b} (ce qui assure
que R est tangent a` {t = b}).
La forme de contact associe´e a` un tel R est 1H (cos tdx− sin tdy). La longueur
L du bord {y = ±1, t = b} est − cos bH|{t=b}
. Ici, H est constant sur {t = b}. On
peut choisir H|{t=b} arbitrairement petit.
Lemme 6.4 Si R′ n’a pas d’orbite pe´riodique contractible dans V ′ , alors R
n’a pas d’orbite pe´riodique contractible dans V .
De´monstration Soit P une orbite pe´riodique de R. Le champ de Reeb R est
positivement transversal a` la surface de de´coupage oriente´e S . Si P rencontre
S , alors, l’intersection de P et de S en homologie est non nulle, e´gale au nombre
de points d’intersection de P et de S , et donc P est non contractible dans V .
Si P ne rencontre pas S , alors P est contenue dans V ′ . Comme la surface de
collage S est pi1–injecte´e dans V , le groupe fondamental de V
′ s’injecte dans
celui de V d’apre`s le the´ore`me de Seifert–Van Kampen. L’orbite P qui n’e´tait
pas contractible dans V ′ ne l’est toujours pas dans V .
7 Preuve des the´ore`mes
Sous les hypothe`ses du the´ore`me 4.3, la varie´te´ (V, γ) posse`de une hie´rarchie su-
ture´e qui est annulaire, tendue, et bien positionne´e apre`s un premier de´coupage
(le long d’une surface S e´ventuellement non connexe et qui intersecte A(γ) le
long d’arcs) e´liminant les sutures toriques (voir [29] et le the´ore`me 2.1). En par-
tant du mode`le de champ de Reeb de´crit sur la boule suture´e D2 × [0, 1] ⊂ R3
dans le paragraphe 4 (cf. Mode`le dans R3), on obtient par collages successifs
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une paire (ξ,R) adapte´e a` (V, γ). D’apre`s le lemme 6.4, applique´ a` chaque
e´tape du collage, le champ R est sans orbite pe´riodique contractible.
Le feuilletage tendu construit par Gabai sur V est “orthogonal” au champ de
Reeb R. On part du feuilletage horizontal en disque de D2× [0, 1], alors que le
champ de Reeb a` cette e´tape est tangent a` la direction verticale. A` chaque e´tape,
on colle a` la varie´te´ Vi des produits, dont la direction verticale est toujours
donne´e par le champ de Reeb, alors que le feuilletage s’e´tend transversalement
a` cette verticale. Le fait que le champ de Reeb R soit transversal au feuilletage
tendu obtenu par Gabai dans [18] est donc automatique.
Remarque 7.1 L’argument essentiel est que le champ de Reeb est transversal
a` chaque surface de recollement. Il n’est pas possible d’obtenir cette proprie´te´
lorsque la surface de recollement est sans bord: la forme dα serait alors une
forme de surface exacte, contredisant le the´ore`me de Stokes. C’est pourquoi
cette construction ne marche en ge´ne´ral que sur les varie´te´s de dimension trois
a` bord.
Remarque 7.2 Dans le the´ore`me 1.3, on peut obtenir en fait mieux qu’un
champ de Reeb tangent au bord: un voisinage du bord est feuillete´ par des
tores sature´s par le flot.
8 Controˆle de la pente au bord
On prouve ici un corollaire du the´ore`me 1.3 qui permet, la direction du champ
de Reeb e´tant fixe, de controˆler la pente du feuilletage caracte´ristique du bord.
Soit T un tore de dimension 2 oriente´ et [m], [l] ∈ H1(T ;Z) une base de
H1(T ;Z), avec i([m], [l]) = 1. Les cycles asymptotiques de Schwartzman [40]
permettent d’associer a` tout feuilletage non singulier F de T une direction
dans H1(T ;R) = R[m] + R[l], dont le coefficient directeur est appele´ la pente
de F . Par exemple, la pente d’un feuilletage de T par des cercles homologues
a` [m] vaut 0.
Soit V une varie´te´ compacte, irre´ductible et oriente´e borde´e par une union non
vide de tores T1 ,...,Tn . On suppose que S est une surface minimale (i.e. sans
composantes closes et qui minimise la norme de Thurston dans H2(V, ∂V ;Z))
oriente´e dans V qui rencontre tous les Ti le long d’une famille de courbes
homologues dans Ti . Chaque Ti est oriente´ comme bord de V . On fixe alors,
pour 1 ≤ i ≤ n une base [mi], [li] de H1(Ti;Z) comme indique´ ci-dessus, avec
de surcroˆıt, [mi] = [si], ou` si est une composante de S ∩ Ti . La pente d’un
feuilletage de Ti est alors calcule´ dans la base ([mi], [li]).
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Corollaire 8.1 Soit V une varie´te´ compacte, orientable, irre´ductible, borde´e
par une union non vide de tores T1 ,...,Tn . On note S une surface minimale
dans V qui rencontre toutes les composantes de ∂V . Pour tout ε < 0 , il existe
une forme de contact hypertendue αε sur V , dont le champ de Reeb est tangent
a` ∂V et transversal a` S , de direction inde´pendante de ε, et tel que la pente de
chaque feuilletage ξε∂Ti (ξε = kerαε) soit dans l’intervalle [ε, 0[.
De´monstration Soit α une forme de contact adapte´e a` (V \ S, γ = (∪iTi) \
∂S), donne´e par le the´ore`me 4.3 et R son champ de Reeb. On se donne alors
un petit e´paississement U = S × [−a, a] de S avec R = ∂∂t , ou` t est la variable
de [−a, a].
On pose αε = α en dehors de U . Sur U , on remplace α par la forme de contact
αε = α−
1
εχ(t)dt, ou` χ : [−a, a]→ R vaut 0 en ±a et est strictement positive a`
l’inte´rieur. Quand ε tend vers 0, la structure kerαε tend vers le champ de plan
horizontal TS , et donc la pente du feuilletage trace´ sur chaque composante de
bord tend vers 0. En tout point de V , dαε = dα et donc le champ de Reeb
associe´ a` αε est proportionnel a` celui donne´ par α.
9 Preuve du corollaire 1.6 – Obturations de Dehn
Il s’agit ici de de´montrer que la forme de contact produite par les the´ore`mes
1.3 et 8.1 s’e´tend de manie`re controˆle´e a` des recollements de tores e´paissis
(T 2 × [a, b], cos tdx− sin tdy = 0) ou des obturation de Dehn.
Le feuilletage trace´ sur chaque tore du bord est laisse´ invariant par le flot du
champ de Reeb. Pour T ⊂ ∂V , le feuilletage ξT est line´aire: soit il est de pente
rationnelle et il posse`de une orbite pe´riodique, ne´ce´ssairement transversale au
champ de Reeb, et il s’agit alors d’un feuilletage en cercles, sinon c’est un
feuilletage de pente irrationnel, la` encore line´aire.
9.1 Preuve du corollaire 1.6
On conside`re la structure de contact ξ de´finie sur U = T 2 × [a, a′], muni des
coordonne´es ((x, y), t), par l’e´quation α = cos tdx − sin tdy . Soit p : T 2 ×
[a, a′]→ T 2 la projection de fibre [a, a′]. On note R0 le champ de Reeb associe´
a` α.
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Lemme 9.1 Soit R1 un germe de champ de Reeb pour ξ pre`s du tore {t = a},
dont la composante sur le vecteur ∂∂t est nulle pre`s de {t = a}. Il existe c > 0,
et une extension R de R1 sur U qui vaut R0 sur T
2×[a+c, a′] et qui est partout
(positivement) transversale a` un conjugue´, relativement a` T 2 × {a, a + c}, du
feuilletage de codimension un d’e´quation cos adx−sin ady = 0 sur T 2×[a, a+c].
De´monstration On fait d’abord la remarque suivante. Un champ de vecteurs
R sur U est un champ de Reeb si et seulement s’il existe une fonction H : U →
R∗+ telle que:
Rx = H cos t−
∂H
∂t
sin t
Ry = −H sin t−
∂H
∂t
cos t
Rt = −
∂H
∂x
sin t−
∂H
∂y
cos t.
La troisie`me e´quation implique que si Rt ≡ 0, la fonction H est constante
sur les feuilles du feuilletage caracte´ristique ξ(T 2 × {t}). Lorsque la pente de
ce feuilletage est irrationnelle, ses feuilles sont denses et donc H|T 2×{t} est
constante. Cette situation se produit pour un ensemble dense de valeurs du
parame`tre t, et donc ∂H∂x =
∂H
∂y = 0.
Dans le contexte du lemme 9.1, on en de´duit que R1 ne de´pend que de t.
Il existe pi > c > 0 tel que la base (p∗R0({t = a+ c}) = cos(a+ c)
∂
∂x − sin(a+
c) ∂∂y , p∗R1({t = a})) soit directe et que R0({t = a + c}) soit positivement
transversal au feuilletage {cos adx− sin ady = 0}.
Comme R1 est tangent a` {t = a}, l’e´quation associe´e a` R1 en {t = a} s’e´crit:
udx− vdy = 0. On peut alors trouver f, g : [a, a+ c]→ R telles que:
• f(a) = u, g(a) = v , f(a+ c) = cos(a+ c), g(a + c) = sin(a+ c);
• ∀t ∈ [a, a+ c], (f(t), g(t)) 6= (0, 0);
• ∀t ∈ [a, a+c], f(t)g′(t)−f ′(t)g(t) > 0 (condition de contact pour f(t)dx−
g(t)dy);
• le vecteur de coordonne´es (f(t), g(t)) soit positivement transversal au
feuilletage de R2 d’e´quation cos adx− sin ady = 0.
Sous ces conditions, la forme de´finie sur T 2 × [a, a+ c] comme f(t)dx− g(t)dy
est de contact. Son champ de Reeb est f(t) ∂∂x − g(t)
∂
∂y . Elle est l’interpolation
recherche´e. Sur T 2× [a, a+ c], on a remplace´ ξ par la structure ker(fdx− gdy)
qui lui est conjugue´e relativement au bord.
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Pour montrer le corollaire 1.6, on se donne un tore T ⊂ V incompressible et on
de´coupe V le long de T pour obtenir une varie´te´ a` bord V ′ . Le the´ore`me 1.3
permet de munir V ′ d’une forme de contact hypertendue α′ dont le champ de
Reeb R′ est tangent a` ∂V ′ et transversal a` la premie`re surface de de´coupage
de V ′ . On a meˆme (remarque 7.2) un voisinage du bord feuillete´ par des tores
sature´s par le champ R′ . On colle alors a` V ′ un tore e´pais (T 2× [a, b], cos tdx−
sin tdy = 0) pour obtenir une varie´te´ de contact diffe´omorphe a` V . On e´tend
la forme α′ pre`s de a et b a` l’aide du lemme 9.1 pour qu’elle donne la meˆme
e´quation cos tdx− sin tdy en T 2 × {a+ c} et T 2 × {b− c′}.
On e´tend alors la forme obtenue par cos tdx− sin tdy sur T 2 × [a+ c, b− c′].
On obtient finalement ainsi une version controˆle´e du corollaire 1.6, par com-
binaison de la preuve pre´ce´dente et de celle du corollaire 8.1: comme ∂V ′ est
feuillete´ par des orbites de R, toute orbite pe´riodique reste soit dans V ′ , soit
dans son comple´mentaire.
Soit V une varie´te´ toro¨ıdale irre´ductible, orientable et close et T ⊂ V un
tore incompressible. On note U = T 2 × [a, b] un voisinage tubulaire de T et
V ′ = V \ T 2×]a, b[. On note de plus S ⊂ V ′ la premie`re surface de de´coupage
de V ′ , qui rencontre les deux composantes de ∂V ′ .
The´ore`me 9.2 Pour tout ε < 0, il existe une forme de contact hypertendue
αε sur V et deux re´els c, c
′ > 0 avec les proprie´te´s suivantes:
• Rε est positivement transversal a` S , tangent a` T
2 × {a, b};
• Rε vaut cos t
∂
∂x−sin t
∂
∂y sur T
2× [a+c, b−c′] (αε vaut cos tdx−sin tdy);
• sur T 2 × [a, a + c] et T 2 × [b − c′, b], Rε est positivement transversal a`
un feuilletage en anneaux (Fa × [a, a + c]) ∪ (−Fb × [b − c
′, b]), ou` Fa
et Fb sont des feuilletages en cercles de T
2 × {a} et T 2 × {b} dont les
pentes sont |ε|–proches de celles d’une composante de, respectivement,
∂S ∩ (T 2 × {a}) et ∂S ∩ (T 2 × {b}).
De´monstration On reprend la de´monstration du corollaire 1.6 en constru-
isant sur V ′ une forme de contact qui trace au bord un feuilletage caracte´ristique
de pente supe´rieure a` ε. On obtient alors c et c′ pour que l’application du
lemme 9.1 donne la transversalite´ a` un feuilletage en anneaux de pente |ε|–
proche de celle de ∂S .
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9.2 Obturations de Dehn sous controˆle
Soit p/q ∈ Q et ne´gatif. On re´alise une obturation de Dehn de pente p/q sur
une composante T de ∂V pour obtenir une varie´te´ close V ′ .
Lemme 9.3 Si |p/q| est assez petit, il existe une forme de contact β sur
V ′ dont le champ de Reeb est tangent a` T , hypertendu en restriction a` V (et
transversal a` une surface incompressible dans V qui rencontre T ) et transversal
aux disques me´ridiens du tore d’obturation.
De´monstration Il existe une forme de contact hypertendue α0 dont le champ
de Reeb R0 est transversal a` S et tangent a` T . Comme |p/q| est assez petit,
on peut choisir un diffe´omorphisme de recollement comme suit:
(1) On oriente le cercle me´ridien m du tore solide de sorte m et ∂S s’inter-
sectent positivement et transversalement sur T (on rappelle que T est
oriente´ comme bord de V ).
(2) Le champ de Reeb R0 et m s’intersectent alors ne´gativement et transver-
salement sur T .
D’apre`s le corollaire 8.1, il existe ε ∈ Q, p/q < ε < 0, pour lequel on peut
trouver une forme de contact αε qui trace sur T un feuilletage de pente ε. Le
champ de Reeb Rε de αε est de plus coline´aire a` R0 . Le feuilletage induit sur
le tore solide colle´ a` T est un feuilletage en cercles de pente < 0.
On choisit par ailleurs un syste`me de coordonne´es D2 × R/Z = ((r, θ), z) de
sorte que Rε soit ne´gativement transversal a`
∂
∂z le long de T .
La forme de contact associe´e a` Rε vaut udz + vdθ le long de T .
On de´finit deux fonctions f, g : [0, 1] → R+ de la meˆme fac¸on que dans le
lemme 9.1 avec f(1) = u, g(1) = v , g(0) = 0, (f(r), g(r)) 6= (0, 0), fg′− gf ′ >
0.
On e´tend alors la forme αε par f(r)dr+ g(r)dθ . Le champ de Reeb associe´ est
transversal aux disques me´ridiens du tore solide.
10 Cas des fibrations sur le cercle
Pour rendre cette partie inde´pendante de ce qui pre´ce`de, et de´montrer le the´or-
e`me 1.7, on n’utilise pas directement la construction du the´ore`me 1.3, mais une
construction un peu plus simple et explicite, due a` E Giroux [23].
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Soit S une surface compacte, orientable, de bord non vide, et diffe´rente du
disque et de l’anneau. On note φ un diffe´omorphisme de S qui est l’identite´
pre`s du bord. Pour simplifier les notations, on suppose, comme dans [38], que
S posse`de une seule composante de bord. La preuve est identique lorsqu’il y
en a plusieurs.
On note V la suspension de φ, obtenue a` partir de P = S× [0, 1] en identifiant
(x, 1) avec (φ(x), 0). On a une fibration pi : V → S1 de fibre S . On note dθ la
forme de longueur sur S1 .
Soit a` pre´sent β une 1–forme sur S , transversale a` ∂S et telle que dβ est une
forme d’aire pour S . Si βt = (1 − t)β + tφ
∗β , t ∈ [0, 1], alors pour s assez
petit, la forme α = dt+ sβt est une forme de contact sur S × [0, 1], qui induit
une forme de contact sur V . Son champ de Reeb R est transversal aux fibres
de pi .
On rede´finit P = S × [0, 1] et φ afin que la direction verticale ∂∂s , s ∈ [0, 1],
soit tangente au champ de Reeb R, et V = (S × [0, 1])/(x, 1) ∼ (φ(x), 0).
Proposition 10.1 Il existe une surface branche´e B , un voisinage fibre´ N(B)
de B et a > 0 tels que:
(1) N(B) ⊂ V soit feuillete´ verticalement par les orbites de R.
(2) N(B) porte, pour tout ε ∈ [−a, a], une lamination Lε dont le bord est
feuillete´ en cercles de pente ε.
Proof La preuve est une modification de celle du the´ore`me 4.1 de [38]. Soit
α un arc simple, non se´parant, proprement plonge´ dans S . On oriente α et
on prend l’orientation induite sur φ(α). Une le´ge`re modification de l’argument
de R. Roberts est ne´ce´ssaire car φ(α) et α peuvent ne pas s’intersecter de
manie`re efficiente sur S (i.e., le cardinal de φ(α) ∩ α peut ne pas eˆtre e´gal a`
leur intersection ge´ome´trique relative au bord). Sans perte de ge´ne´ralite´, on
suppose que φ(α) ⋔ α.
Il est facile de voir qu’il existe une suite d’arcs oriente´s, proprement plonge´s et
non se´parants α0, . . . , αm sur S avec les proprie´te´s suivantes:
(1) α0 = φ(α).
(2) αm est isotope a` α relativement a` ses extre´mite´s.
(3) αi et αi+1 (pour tout i = 0, . . . ,m− 1) ne s’intersectent pas, ne sont pas
paralle`les et les quatre points suivants: de´but de αi , de´but de αi+1 , fin de
αi , fin de αi+1 , apparaissent dans cet ordre sur ∂S muni de l’orientation
induite.
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Une telle suite est appele´e “bonne suite positive” (“positive good sequence”)
dans [38]. Si les quatre points de (3) apparaissent dans l’ordre inverse sur ∂S ,
la suite est appele´e “bonne suite ne´gative”. Il est important de noter qu’on
distingue avec soin un arc et sa classe d’isotopie.
On affirme qu’il existe une extension αm+1, . . . , αn de la bonne suite positive
avec αn = α. Si on suppose que αm et α s’intersectent non trivialement (sauf
aux extre´mite´s), on utilise un argument “du plus inte´rieur” pour trouver des
sous-arcs βm ⊂ αm et β
− ⊂ α qui cobordent un disque D dans S qui n’a
pas d’autre intersection avec αm et α− dans son inte´rieur. Soit αm+4 l’arc
obtenu a` partir de αm par isotopie a` travers D et soit αm+2 , l’arc αm+4 avec
l’orientation oppose´e. Il est aise´ de trouver αm+1 et αm+3 (qui est αm+1
avec l’orientation inverse) qui n’intersectent pas αm , αm+2 et αm+4 . Donc les
paires conse´cutives satisfont (3) dans les conditions d’une bonne suite positive.
L’extension est alors obtenue par induction.
En utilisant une bonne suite positive, on construit a` pre´sent B de sorte que son
voisinage fibre´ N(B) soit feuillete´ par les orbites du champ de Reeb R. Pour
ce faire, on prend S× [0, 1] pour lequel on suppose que R = ∂∂s , et on conside`re
l’union
B′ =
n⋃
i=0
(
S ×
{
i
n
})
∪
n−1⋃
i=0
(
αi ×
[
i
n
,
i+ 1
n
])
.
On munit S × { in} de l’orientation de S et αi × [
i
n ,
i+1
n ] de l’orientation pour
laquelle l’orientation de bord de αi×{
i
n} co¨ıncide avec l’orientation de αi . On
modifie alors B′ pre`s de ∂(αi× [
i
n ,
i+1
n ]) pour obtenir une surface branche´e ori-
ente´e B transversale a` R. Pour ce faire, on modifie αi× [
i
n ,
i+1
n ] par une petite
isotopie pour le rendre positivement transversal a` ∂∂s , puis on de´forme l’anneau
obtenu au voisinage de son bord pour introduire deux lignes de branchement
avec S × { in} et S × {
i+1
n }. On prend alors pour N(B) un voisinage fibre´ par
des arcs de Reeb. D’apre`s [38], il existe une constante positive a > 0 telle que,
pour tout ε ∈ [0, a), le voisinage de surface branche´e N(B) porte pleinement
une lamination qui trace un feuilletage en cercles sur ∂V qui a pour pente ε.
De fac¸on similaire, en utilisant une bonne suite ne´gative, il existe B et b < 0
tels que pour tout ε ∈ (b, 0], N(B) porte pleinement une lamination dont le
bord est une lamination en cercles de pente ε.
D’apre`s la proposition 10.1, la lamination Lε est transversale a` R. Le comple´-
mentaire de N(B) dans V est le produit d’une surface par une direction verti-
cale tangente a` R. Toujours d’apre`s Roberts, la lamination Lε s’e´tend en un
feuilletage tendu FVε , dont la restriction a` N(B) est transversale a` R et qui
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est un feuilletage produit sur V \ N(B), c’est-a`-dire qu’il peut eˆtre e´galement
pris, apre`s isotopie si ne´ce´ssaire, transversal a` R. Par construction, FVε ∩ ∂V
est un feuilletage d’holonomie triviale.
Si ε est assez petit et rationnel, le feuilletage FVε s’e´tend par des disques en un
feuilletage tendu Fε de Vε , ou` Vε est de´finie dans le the´ore`me 1.7.
Le corollaire 8.1 et le lemme 9.3 permettent de trouver, lorsque ε < 0 (resp.
ε > 0), une forme de contact positive (resp. ne´gative) sur Vε dont le champ de
Reeb est transversal a` Fε . Elle est en particulier hypertendue.
Ici, les conse´quences topologiques dues a` la pre´sence d’une structure hyper-
tendue (irre´ductibilite´, non conjugaison a` S3 ), sont e´galement implique´es par
la pre´sence d’un feuilletage tendu (le reveˆtement universel de Vε est R
3).
La forme de contact est aise´e a` construire. La difficulte´ est de montrer qu’elle
est hypertendue. L’espoir est d’arriver a` construire des formes hypertendues sur
une classe de varie´te´s plus large, et de fac¸on plus aise´e, que celles qui posse`dent
un feuilletage tendu.
Comme dans [38], on peut construire des formes de contact hypertendues, dont
le champ de Reeb est transversal a` un feuilletage tendu, moyennant des in-
formations sur les deux premie`res surfaces de de´coupages d’une de´composition
suture´e de V .
The´ore`me 10.2 Soit V une varie´te´ compacte orientable borde´e par un unique
tore. On suppose qu’il existe un de´coupage de varie´te´s suture´es:
(V, ∂V )
S
 (V ′, γ′)
R
 (V ′′, γ′′),
ou` S et R sont orientables, S et R ont une seule composante de bord, ∂R
intersecte S en exactement deux arcs non se´parants.
Si (V ′′, γ′′) est tendue, alors pour ε assez petit, toute obturation de pente ε
de V porte une structure de contact hypertendue (positive ou ne´gative) dont
le champ de Reeb est transversal a` un feuilletage tendu.
La preuve de ce dernier the´ore`me ne´ce´ssite cette fois d’utiliser la construction
du the´ore`me 1.3 dans toute sa ge´ne´ralite´.
11 Annexe
Dans cette partie, on revient sur l’e´tude du champ de Reeb construit sur Vε ,
dans le cas ou` V fibre sur le cercle comme dans la section pre´ce´dente. On
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reprend inte´gralement les notations de cette section; en particulier Rε est le
champ de Reeb construit dans la section 10.
On peut montrer directement le the´ore`me suivant, sans recours aux feuilletages.
The´ore`me 11.1 Pour tout N ∈ N, si ρ est assez petit, pour tout ε =
(ε1, ..., εn) tel que chaque εi soit strictement compris entre 0 et ρ, aucun
reveˆtement de degre´ infe´rieur a` N de Vε n’est diffe´omorphe a` S
3 . De plus,
si Vε est une sphe`re d’homologie rationnelle, elle porte une structure de contact
tendue.
On va donner une preuve de ce the´ore`me dans le cas ou ∂S est connexe, c’est-a`-
dire que si ∂S est connexe et ρ assez petit, alors pour tout |ε| < ρ, Vε n’est pas
S3 et porte une structure de contact tendue dans le cas ou elle est une sphe`re
d’homologie. (La preuve pour les reveˆtements de Vε ne´cessite de conside´rer le
cas ou` ∂S n’est pas connexe.)
En ge´ne´ral, il s’agit de voir que le champ de Reeb Rε ne posse`de pas d’orbite
pe´riodique dans Vε qui borde un disque plonge´ D d’inte´rieur transversal a` Rε .
Pour un N fixe´, cette proprie´te´ doit aussi eˆtre ve´rifie´e, pour ρ assez petit, sur
tout reveˆtement de Vε de degre´ infe´rieur a` N . Un tel reveˆtement de Vε est
e´galement obtenu par obturation de Dehn d’une varie´te´ qui fibre sur le cercle.
Il suffit donc savoir faire la de´monstration dans ce cas, i.e. pour Vε .
La cle´ est qu’un tel disque D doit eˆtre positivement transversal a` l’aˆme des
tores d’obturations, qui sont par construction des orbites de Rε (la construction
fournit e´galement qu’un voisinage de l’aˆme du tore d’obturation est un produit
du disque par des orbites pe´riodiques: on peut s’arranger pour que ∂D ⊂ V ).
Dans toute la suite, on suppose, pour simplifier, que ∂S est connexe. Dans
ce cas, on peut supposer e´galement que S n’est pas planaire, i.e. n’est pas un
disque. La preuve du cas ge´ne´ral suit le meˆme sche´ma, meˆme si elle comporte
quelques difficulte´s techniques supple´mentaires.
Si on regarde V ∩D , la non-existence de D re´sulte directement de la proposition
suivante (valable e´galement lorsque ∂S n’est pas connexe):
Proposition 11.2 Si ρ > 0 est assez petit, aucune orbite pe´riodique O de R
ne borde de surface planaire P plonge´e dans V , ∂P \O ⊂ ∂V , dont toutes les
composantes de bord oriente´es ∂P \O sont de pente positive et infe´rieure a` ρ
dans ∂V .
Geometry & Topology, Volume 9 (2005)
2218 Vincent Colin and Ko Honda
De´monstration On note S une fibre de V , image de S × {0} dans la con-
struction. Soit x0 un point de ∂S et η : [0, 1] → S une courbe oriente´e qui
parame´trise ∂S et satisfait η(0) = η(1) = x0 .
On suppose que la surface planaire P existe. Par une isotopie de P , on se
rame`ne au cas ou` toutes les intersections de ∂P \O et de ∂S sont positives, et
ou` P est transversal a` S .
Comme toutes les intersections de O avec S sont positives, ce nombre de
points d’intersection est aussi l’intersection de [O] ∈ H1(V ;R) et de [S] ∈
H2(V, ∂V ;R). Il est donc e´galement le nombre d’intersections de ∂P \O avec
∂S .
Ainsi, les composantes a` bord de S∩P sont p arcs b1, ..., bp allant chacun d’une
composante de bord de ∂P \ O a` O . A` la source, les pre´images de ces arcs
de´coupent la pre´image de P en un disque dont l’image dans V est note´e D′ .
Toutes les composantes sans bord de P ∩ S sont contractibles dans S . En
effet, une telle composante C de´coupe dans P une surface planaire P1 dont
le bord ne rencontre pas O . L’intersection homologique de ∂P1 avec S est 0,
l’intersection de C avec S est 0, donc P1 n’a pas d’autre composante de bord
que C (toutes les composantes de ∂P \O ont une intersection +1 avec S ). La
courbe C borde un disque dans P . Elle est donc contractible dans V et donc
aussi dans S (car S est pi1–injecte´e dans V ).
On en de´duit que la courbe ∂D′ est contractible dans S× [0, 1]. Sa projection γ
dans S , par la projection pi le long du facteur [0, 1], est alors aussi contractible
dans S .
La courbe γ est une concate´nation d’arcs ferme´s
γ = (a1b1o1c1)(a2b2o2c2)...(apbpopcp), (11.0.1)
qui ve´rifient les proprie´te´s suivantes:
(i) Pour tout 1 ≤ i ≤ p, ai ⊂ ∂S est la projection d’une portion de ∂P \O
spiralant dans ∂S × [0, 1] entre ∂S × {0} et ∂S × {1}. Si on ferme les
deux extre´mite´s de ai par des arcs ⊂ ∂S de longueur infe´rieure (pour
une me´trique fixe´e quelconque) a` la longueur de η , alors on obtient Ai
qui satisfait [Ai] = [η]
n ∈ pi1(S, x0), avec n ≥ 1/ρ− 1.
(ii) Il existe une permutation σ des p premiers entiers > 0 telle que, pour
tout 1 ≤ i ≤ p, ci = φ(b
−1
σ(i)). Ici τ
−1 de´signe l’arc τ parcouru en sens
inverse.
(iii) Pour tout 1 ≤ i ≤ p, l’arc oi est la projection d’une portion de O par pi .
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(iv) Les arcs de la famille (bi)1≤i≤p sont deux a` deux disjoints, de meˆme que
ceux de la famille (ci)1≤i≤p .
La proposition 11.3 suivante montre que si ρ est assez petit, une telle courbe γ
ne peut eˆtre homotope a` ze´ro, ce qui donne une contradiction.
Dans tout ce qui suit, la surface S est munie d’une me´trique hyperbolique,
le bord e´tant ge´ode´sique. Le diffe´omorphisme φ (et pas seulement sa classe
d’isotopie) est fixe´.
Proposition 11.3 Soient ρ,N > 0, et γ un lacet de S qui satisfait l’equation
11.0.1 et les conditions (i)–(iv) ci-dessus. Alors, si ρ assez petit, un tel lacet γ
n’est pas contractible dans S .
De´monstration L’ide´e de la preuve est de comptabiliser le nombre de fois que
γ “tourne” autour de ∂S , et de montrer que, si ρ est assez petit, ce nombre
est positif. On voit dans ce cas que γ ne peut pas eˆtre homotope a` ze´ro.
Pour ce faire, on remarque que chaque arc ai “tourne” au moins 1/ρ − 1 fois
autour de ∂S . Les arcs oi , eux, sont de longueur borne´e et font donc autour de
∂S un nombre de “tours” borne´ a priori. Restent les arcs bi et les arcs ci qui
sont e´change´s par la monodromie φ: leurs contributions se compensent deux a`
deux (corollaire 11.5).
La difficulte´ est de pre´ciser ce que “tourner” veut dire. Pour cela, on ferme
d’abord les arcs ai , bi , ci et oi par des arcs de longueur borne´e a priori, pour
conside´rer non plus des arcs mais des lacets base´s en x0 . On note qu’il existe
C > 0 tel que deux points quelconques de S peuvent eˆtre joints par un segment
de longueur infe´rieure a` C . En ajoutant des arcs qui relient des extre´mite´s de
ai , bi , ci et oi a` x0 , on obtient des lacets Ai , Bi , Oi et Ci . Ici, Ai est de´fini
comme dans la condition (i). Alors γ est homotope a` un lacet:
γ0 = (A1B1O1C1)(A2B2O2C2) . . . (ApBpOpCp), (11.0.2)
ou` [Ai] = [η]
n .
Le nombre de “tours” fait par un lacet L autour ∂S se traduit alors par
l’apparition de puissances de la classe [η] ∈ pi1(S, x0) dans l’e´criture re´duite de
[L] ∈ pi1(S, x0) pour un certain syste`me de ge´ne´rateurs de pi1(S, x0). On remar-
que ici que pi1(S, x0) est un groupe libre. On choisit un syste`me 〈α1, . . . , α2g(S)〉
de ge´ne´rateurs de pi1(S, x0) comme suit. On se donne un arc oriente´ ge´ode´sique
g , d’extre´mite´s incluses dans ∂S et non homotope a` un arc de ∂S . On sup-
pose sans perte de ge´ne´ralite´ (quitte a` modifier φ) que φ(g) ⋔ g . On prend un
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syste`me tel qu’un seul ge´ne´rateur α1 intersecte g , et que cette intersection soit
re´duite a` un point. On souligne le statut particulier de [η], qui se de´compose
(sans perte de ge´ne´ralite´) de la fac¸on suivante:
η ∼ [α1, α2] · · · [α2g(S)−1, α2g(S)]. (11.0.3)
Ici, ∼ est la relation d’homotopie.
Il faut alors montrer que, pour ρ assez petit, l’e´criture re´duite de [γ0] ∈ pi1(S, x0)
dans ce syste`me de ge´ne´rateurs comprend un nombre strictement positif de
facteurs [η], ce qui montre que [γ0] 6= 1.
Soit [B] ∈ pi1(S, x0). On s’inte´resse a` l’occurence des facteurs [η] dans l’e´criture
re´duite de [B] dans ce syste`me de ge´ne´rateurs. Si l’e´criture de [B] n’est pas
re´duite, on compte les facteurs de la meˆme manie`re, avec la convention qu’il
peut y avoir des facteurs d’exposant 0. Par exemple, [η]2[η]−1[η]−1 sera de´crit
comme [η]0 et comptabilise´ comme un groupement.
On note S˜ le reveˆtement universel de S , et η˜ (resp. g˜) le rappel de η (resp.
g) dans S˜ . Pour chaque composante d˜ de η˜ , on conside`re l’ensemble g˜d˜ des
composantes de g˜ qui rencontrent d˜ et dont l’orientation au point d’intersection
pointe dans S .
Lemme 11.4 Soit [B] ∈ pi1(S, x0). Un mot [η]
m , m ∈ Z et |m| maximal,
apparaˆıt dans l’e´criture re´duite de [B] si et seulement si le rappel B˜ de B dans
S˜ a une intersection homologique de m− 1, m ou m+ 1 avec l’un des g˜d˜ .
De´monstration D’abord, on homotope B a` son e´criture sous forme re´duite.
L’intersection homologique avec g˜d˜ reste invariante pendant l’homotopie. On
garde la notation B pour ce nouveau lacet. Sans perte de ge´ne´ralite´, on suppose
que m > 1.
Ensuite, on observe que les seuls rappels des repre´sentants des ge´ne´rateurs qui
rencontrent g˜d˜ sont des releve´s de α1 . On suppose qu’il existe un releve´ α˜1 de
α1 dans le rappel B˜ de B qui intersecte g˜d˜ . Alors α˜
−1
1 n’apparaˆıt pas dans B˜ ,
car B est sous forme re´duite et S˜ est contractible. L’ensemble g˜d˜ de´coupe S˜
en composantes adjacentes {Si}i∈Z , ou` Si et Si+1 bordent la composante g˜i de
g˜d˜ . (Ici, l’indice i croˆıt dans la direction de l’orientation de ∂S˜ .) Alors, si B˜ a
une intersection homologique m avec g˜d˜ , le point initial de B˜ est (sans perte
de ge´ne´ralite´) dans S0 et le point terminal de B˜ est dans Sm . La premie`re
et la dernie`re intersection de g˜d˜ avec B˜ sont g˜0 ∩ α˜
1
1 et g˜m−1 ∩ α˜
2
1 , ou` α˜
1
1 et
α˜21 sont les releve´s de α1 qui partent de d˜. Les arcs α˜
1
1 et α˜
2
1 de´limitent B˜0 ,
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qui est le releve´ d’un sous-mot B0 dans l’e´criture re´duite de B . (Ici, les arcs
α˜11 et α˜
2
1 sont non inclus dans B˜0 .) Comme S˜ est contractible, α1B0 = η
m−1 .
Le mot B = . . . (α1B0)α1 · · · = . . . η
m−1α1 . . . apparaˆıt dans l’e´criture re´duite,
graˆce a` l’equation 11.0.3.
Si l’intersection homologique vaut m, alors ηm−1 apparaˆıt dans l’e´criture
re´duite de B . Re´ciproquement, si un sous-mot ηm apparaˆıt dans l’e´criture
re´duite de B , alors ηm contribue pour m a` l’intersection homologique. Graˆce
au paragraphe pre´ce´dent, l’intersection homologique entre B˜ et g˜d˜ est ≥ m.
La caracte´risation pre´ce´dente permet de montrer que l’apparition d’un facteur
[η]m dans l’e´criture re´duite d’un e´le´ment [B] ∈ pi1(S, x0) est une proprie´te´ in-
variante, a` une puissance infe´rieure a` un certain rφ pre`s, par le diffe´omorphisme
φ.
Corollaire 11.5 Il existe rφ > 0 tel qu’une puissance [η]
m apparaˆıt dans
l’e´criture re´duite d’un mot [B] ∈ pi1(S, x0) si et seulement si une puissance
[η]m+k , −rφ ≤ k ≤ rφ , apparaˆıt dans l’e´criture re´duite de [φ(B)].
De´monstration Les rappels de g et de φ(g) dans S˜ se rencontrent en un
nombre fini de points, borne´ par M inde´pendemment de η et des rappels con-
side´re´s. On note φ˜ le releve´ de φ a` S˜ , qui est l’identite´ sur d˜.
L’intersection de φ˜(B˜) avec φ˜(g˜d˜) en homologie, qui est la meˆme que celle de
B˜ avec g˜d˜ est donc e´galement la meˆme que celle de φ˜(B˜) avec g˜d˜ , corrige´e d’un
facteur k ∈ [−M − 2,M + 2].
Par application du lemme 11.4, les sous-mots [η]m qui apparaissent dans
l’e´criture re´duite de [φ(B)] sont donc les meˆmes, e´ventuellement a` M+4 unite´s
de puissance pre`s, que ceux qui apparaissent dans celle de [B]. On peut prendre
rφ =M + 4.
Remarque 11.6 En particulier, de nombreux sous-mots [η]k , −rφ ≤ k ≤ rφ
peuvent eˆtre pre´sent dans une e´criture et pas dans l’autre.
Le lemme qui suit va permettre d’exploiter le fait que les arcs bi et ci , 1 ≤ i ≤ p,
sont plonge´s, car P l’est.
Lemme 11.7 Soit δ un arc oriente´ plonge´ dans S et δ˜ un releve´ dans S˜ . Il
existe au plus deux composantes de bord d˜1 et d˜2 de ∂S˜ telles que la somme
des intersections alge´briques entre δ˜ et g˜d˜i soit, en valeur absolue, supe´rieure
ou e´gale a` 5.
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De´monstration On suppose qu’il existe deux telles composantes d˜1 et d˜2 . On
montre qu’il n’y en a pas d’autre. Ici, on utilise les deux proprie´te´s suivantes:
(i) δ est plonge´ dans S et (ii) si δ˜ intersecte g˜d˜ plus d’une fois, ou` d˜ est un
releve´ de ∂S , alors le sous-arc correspondant de δ spirale paralle`lement a` ∂S .
Les nombres d’intersection conside´re´s sont invariants par isotopie de δ relative
a` son bord. On a le fait suivant (la de´monstration suit un argument standard
ou` on cherche le sous-arc le plus inte´rieur):
Fait 1 Il existe une isotopie de δ relative a` son bord en un arc plonge´ δ0 telle
que toutes les intersections de δ˜0 , obtenu par rele`vement de l’isotopie a` δ˜ , avec
d˜1 et d˜2 soient de meˆme signes.
Soient, pour i = 1, 2, p˜i (resp. q˜i) la premie`re (resp. la dernie`re) intersection
de g˜d˜i avec δ˜0 . On note pi (resp. qi ) la projection de p˜i (resp. q˜i ) dans S .
Comme δ0 est plonge´, les rappels de pi et qi sur une meˆme composante de g˜d˜i
sont distincts. On suppose, quitte a` e´changer les points pi et qi , que celui de
qi est situe´ entre celui de pi et d˜i .
Pour chaque i on de´finit δ1 comme l’adhe´rence de la composante de δ0 \ pi qui
contient qi et δ˜1 ⊂ δ˜ son rappel. On note de plus δ˜2 ⊂ δ˜1 l’arc borde´ par p˜i et
q˜i .
Fait 2 Si d˜ est un releve´ de ∂S dans S˜ , distinct de d˜1 et d˜2 , alors l’intersection
de δ˜1 dans S˜ avec g˜d˜ est en valeur absolue infe´rieure a` 1.
Preuve du fait 2 L’arc δ˜2 est isotope, relativement a` son bord, a` un arc
contenu dans g˜d˜i ∪ d˜i . Son intersection avec g˜d˜ est 0 ou ±1, car c’est le cas
pour d˜i (S est hyperbolique). Ce nombre d’intersection est de plus invariant
par isotopie relative au bord.
Par de´finition, δ˜1 \ δ˜2 ne rencontre pas g˜d˜i . Il est situe´ entre deux composantes
successives g˜1 et g˜2 de g˜d˜i . Les points g˜j ∩ d˜i de´limitent un sous-arc β˜ dans d˜i .
Un translate´ t(δ˜1) de δ˜1 paralle`le a` d˜i rencontre les deux composantes g˜1 et
g˜2 en deux points r1 et r2 . La courbe lisse par morceaux compose´e de l’union
de β˜ , des sous-arcs de g˜1 et g˜2 situe´s entre r1 et r2 et l’intersection avec d˜i ,
et le sous arc de t(δ˜1) de´limite´ par r1 et r2 est sans point double. Elle borde
un disque D dans S˜ . Comme δ0 est plonge´, δ1 \ δ2 ⊂ D . L’intersection de
β avec g˜d˜ vaut au plus 1 en valeur absolue. C’est donc e´galement le cas de
l’intersection de δ˜1 \ δ˜2 avec g˜d˜ .
Finalement, l’intersection de g˜d˜ avec δ˜1 est en valeur absolue majore´e par 2
(en fait meˆme, par l’intersection de g˜d˜ avec d˜i , c’est-a`-dire 1).
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Cette de´monstration donne e´galement que les intersections de δ˜ avec g˜d˜ 6= g˜d˜i ,
i = 1, 2, sont toutes (a` une unite´ pre`s) contenues dans δ˜0\δ˜1 et que l’intersection
de δ˜0 \ δ˜1 avec g˜d˜ est en valeur absolue majore´e par 2.
La longueur des arcs Oi est infe´rieure a` une certaine constante (de´pendant de
φ). L’e´criture re´duite de Oi dans le syste`me de ge´ne´rateurs choisi est donc
de longueur borne´e inde´pendemment de ρ et p. De la meˆme manie`re, on
obtient l’existence de d ∈ N, inde´pendant de ρ et p, tel que pour tout sous-
mot ηk apparaissant dans Ai = η
n , Bi , Ci ou Oi , alors −d < k < d, sauf
e´ventuellement pour au plus 2 sous-mots dans chaque Bi et Ci (lemme 11.7)
et exactement 1 dans chaque Ai .
On applique a` pre´sent le corollaire 11.5 a` Bi et φ(B
−1
i ). L’e´criture re´duite
de φ(B−1i ) fait intervenir η avec des exposants situe´s a` distance borne´e rφ
(inde´pendemment de ρ et p) des oppose´s de ceux de Bi . Quitte a` changer la
valeur de d de sorte que d ≥ rφ , on suppose, sans perte de ge´ne´ralite´, qu’au plus
2 sous-mots dans l’e´criture de φ(B−1i ) (et de Ci) ont un exposant en valeur
absolu ≥ d.
On calcule la somme totale C des exposants des sous-mots (“maximaux”) de
type ηk , ou` k ≥ Nd, dans l’e´criture re´duite de γ0 . (La constante N reste a`
de´terminer.) Un sous-mot maximal de type ηk , k ≥ Nd est dit long. Soit c
la somme totale des exposants des sous-mots longs pre´sents dans les e´critures
re´duites de Ai = η
n , Bi , Ci et Oi , c’est-a`-dire la somme totale du nombre
de sous-mots apparaissant dans l’e´criture de γ0 avant simplification. Comme
chaque Ai contribue pour n, chaque paire Bi et Ci contribue pour au moins
−2d et chaque Oi contribue pour 0, on a c ≥ p(n− 2d).
Maintenant, on simplifie l’e´criture de γ0 donne´ par l’e´quation 11.0.2. Les sim-
plifications s’effectuent ne´ce´ssairement aux jonctions des mots re´duits. On com-
mence par simplifier a` la premie`re jonction, puis ensuite a` la premie`re jonction
restante.... A` une jonction:
(a) soit on fait apparaˆıtre, ou disparaˆıtre [η]±1 .
(b) soit un sous-mot [η]r d’un coˆte´ s’adjoint avec un sous-mot [η]s de l’autre,
et soit (b1 ) s 6= −r et le processus, pour cette jonction, s’arreˆte et donne
naissance a` un sous-mot [η]r+s , soit (b2 ) r = −s, et on e´limine un sous-
mot, la somme totale des exposants restant fixe.
Les cas (a) et (b1 ) arrivent au plus une fois chacun a` chaque jonction.
Si un sous-mot long ne participe pas a` une jonction, alors c ne change pas. Si on
prend N ≥ 5, on ne peut pas cre´er un sous-mot long par une concate´nation suc-
cessive de ηk avec k < d. Supposons qu’un ou deux sous-mots longs participent
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a` une jonction. Alors, l’erreur est majore´e par d, et on obtient:
C ≥ p((n− 2d)− 4d) = p(n− 6d). (11.0.4)
Si n >> 6d ou` 1ρ >> 6d, on a C >> 0. Donc le lacet γ0 n’est pas contractible.
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